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令X, Y为Banach空间, ε > 0, 映射f : X → Y称为ε-等距, 如果|∥f(x) − f(y)∥ −






间,Y是ℓ1(Γ), 假设f : X → Y 是满足f(0) = 0的ε-等距, 则X可线性等距嵌入Y .
在2003年, Godefroy和Kalton[14]中研究等距与线性等距之间的关系. 有如下结论:
若X可分且映射f : X → Y等距, 那么存在g : X → Y是线性等距.
关于ε-等距与线性等距, 程老师和师兄在文章[22]中有结论: 设X,Y是两个Banach空
间, 如果映射f : X → Y满足f(0) = 0的ε-等距, 那么存在U : X∗∗ → Y ∗∗是线性等距.
所以当Y是自反空间时, X可线性等距嵌入Y . 本文, 我们讨论当Y = ℓ1(Γ)不是自反空
间时, 有相同的结论. 是之前结论进一步提升.


















A mapping f from a Banach space X to a Banach space Y is said to be an ε-
isometry for some ε > 0 provided |∥f(x) − f(y)∥ − ∥x − y∥| ≤ ε, ∀x, y ∈ X. In
this paper, we study the related issues of nonsurjective ε-isometries in Banach spaces.
After a historical overview of the study of isometries and ε-isometries in Banach spaces
in chapter 1,we study the relationship between ε-isometry and linear isometry.We can
show If X is Banach space and there is an ε-isometry f : X → ℓ1(τ), then ℓ1(τ) contains
an isometric linear copy of X.
In 2003, Godefroy and Kalton [14] studied the relationship between isometry and
linear isometry, and showed the following deep theorem:
If X is separable and there is an isometry f : X → Y , then Y contains an isometric
linear copy of X.
Recently, Cheng, Dai, Dong and Zhou [22] showed that for Banach spaces Xand Y
, if such an ε-isometry f : X → Y exists, then there is a linear isometryU : X∗∗ → Y ∗∗.
In particular, if Y is reflexive, then there is a linear isometry U : X → Y .So the result
in this paper is improvement.
In chapter 3, we give ε-isometry f : X → Y fails to preserve basis, But we can
show that there exists a basic sequence such that f must map the basic sequence into
a basic sequence.

















设X, Y是两个Banach空间, ε > 0, 映射f : X → Y称为ε-等距, 如果
|∥f(x)− f(y)∥ − ∥x− y∥| ≤ ε, ∀x, y ∈ X.





























然而在上例中我们可以找到范数为1线性算子P : ℓ2∞ → R 定义为P (t, s) = t
使得P ◦ f = I . 于是Holsztynski和Lindenstrauss 猜测对于任何一般的等距嵌入f ,
算子P总是存在的. 1968年, Figiel[3]证明了这一猜测, 给出著名的Figiel定理, 解决
了(2)这种非满的等距问题.
定理 1.2. (Figiel[3]) 设X,Y是Banach空间, 映射f : X → Y是满足f(0) = 0的等距, 则








: x, y ∈ X, x ̸= y}
则Lip0(X)是一个Banach空间, 称为X的Lipschitz对偶空间. 对于任意的x ∈ X,
令δ(x)表示赋值泛函, 即δ(x)(f) = f(x). 则δ(x)是Lip0(X)上的连续线性泛函, 可
以证明由所有δ(x)所组成集合的闭线性张是Lip0(X)的典则预对偶空间. 这一预对偶
空间我们用F(X)来表示, 称为X上的Lipschitz-free空间. 可以证明映射δ : X → F(X)
是一个非线性等距. Godefroy和Kalton[14 ]利用Lipschitz-free空间F(X)作为桥梁,
以Figiel定理作为工具, 证明了如果可分Banach空间X可等距嵌入Banach空间Y ,
























位球上的满等距, 则T 可等距延拓成全空间上的线性等距算子.在此基础上, D.Tingley
[15]于1987年提出了如下的一种广义的Mazur-Ulam问题:
问题1 设S(X), S(Y )分别是Banach空间X, Y 的单位球面,V0是从S(X)到S(Y )上
的满等距. 则是否存在从X到Y的线性等距算子V , 使得V |S(X) = V0?
D.Tingley[15]证明了当X, Y都是有限维空间时, 有V (−x) = V (X)成立. 问题1的
表述十分简单, 但是回答这一问题却比想象的困难的多. 即使X, Y都是二维空间时,
这一问题的答案仍是未知的. 我们称Banach空间X具有Mazur-Ulam性质(MUP), 如
果对于任意Banach空间Y及任意的从到S(X)到S(Y )上的满等距V0, 都有从X到Y的线
性等距算子V , 使得V |S(X) = V0. 关于这一方面的内容读者可以参考定光桂的综述
文章[17]. 我们现在知道一些经典Banach空间(如ℓP , LP , 其中1 ≤ P ≤ ∞, 及C(Ω)是
紧Hausdorff空间)是具有MUP的.
在1945年, Hyers和Ulam在[4]中提出了如下问题：
问题1 是否对于每个满的ε-等距f : X → Y满足f(0) = 0,都可以找到一个满的线性等
距U : X → Y以及γ > 0使得




问题了. 在同一文章中, 他们证明了当X, Y为Hilbert空间时, 上述问题是正确的, 其
中γ可以取到10. 在这之后, 数学家Hyers, Ulam , D.G.Bourgin及R.D.Bourgin都对这一















这一问题上取得突破. 他证明了如果对于ε-等距f存在等距U , 使得当∥X∥ → ∞时
有∥f(x) − Ux∥ = o(∥x∥)成立, 则上述不等式成立且γ可以取到5. 另外, 他还证明对
于有限维Banach空间来说, Hyers-Ulam问题的答案都是肯定的. 这一问题最终解决
是在1983年, 智利数学家Gevirtz[19]通过一系列复杂而精细的估计证明了Gruber所描
述的U是存在的, 从而给予了Hyers-Ulam问题肯定的回答. 1995年, 斯洛文尼亚数学
家0mladič和他的学生Šemrl [5]对上式的估计进一步加细得到如下定理.
定理 1.3. (0mladič − Šemrl [5]) 设X, Y是Banach空间, 映射f : X → Y是满足f(0) =
0的满的ε-等距, 则存在一个满的线性算子U : X → Y , 满足




例 1.2. 定义映射f : R → R2为f(t) = (t, g(t)), 其中
g(x) =
 log x 当x ≥ 1时；0 当x ≤ 1时.
可以验证对于适当的ε，f为ε-等距. 但不存在等距U : R → R2,使得f(t)和U(t)的距离
一致有界.
虽然上述定理中f是满射的条件不能去掉, 但可以减弱. 1999年, Dilworth[20]引




















问题2 是否存在一个只依赖X,Y的常数γ > 0, 对每个ε-等距f : X → Y满足f(0) = 0,
我们可以找到一个有界线性算子T : L(f) → X使得
∥Tf(x)− x∥ ≤ γε, ∀x ∈ X.
Qian在[6]中证明了当X, Y是Lp空间的时候, 以上问题的答案是肯定的, 其中上式
的常数γ可取为6. 后来P. Šemrl和J. Väisälä在[11]中进一步给出了精确的估计, 即他们
证明了当X, Y为Lp空间的时候, 常数γ可取为2. 但在一般情况下, 以上问题是不成立
的. 针对以上问题, Qian在同一篇文章中给出了一个简单的反例：
例 1.3. ∀ε > 0, Y是一个可分的Banach空间, X是Y中一个不可补的闭子空间, g :
X → BY是满足g(0) = 0的双射, 我们定义f : X → Y , f(x) = x + εg(x)2 , ∀x ∈ X. 则
很容易验证f是一个满足f(0) = 0的ε-等距映射并且L(f) = Y ,但是却没有满足条件
的T与γ存在.
结合J. Lindenstrass和L. Tzafriri于[12]中证明了: 如果一个Banach空间满足其每






定理 1.4. (cheng-dong-zhang) 设X, Y是两个Banach空间, ε ≥ 0, 令f : X → Y 是满
足f(0) = 0的ε-等距, 则对任意x∗ ∈ X∗, 都存在ϕx∗ ∈ Y ∗满足∥ϕx∗∥ = ∥x∗∥使得




















{0} 以及一个沿着N的投影P : X → M , 使得X = M +N以及∥P∥ ≤ α.
定理 1.5. ([1]) 假设X, Y是两个Banach空间并且Y自反, 映射f : X → Y是满
足f(0) = 0的ε等距映射, 如果E是Y中一个Y的α-可补子空间, 则存在一个有界线性算
子T : Y → X, 满足∥T∥ ≤ α , 使得
∥Tf(x)− x∥ ≤ 4ε, ∀x ∈ X.
当自反空间Y还是光滑且局部一致凸空间时, 则我们可以得到如下的精确估计.
定理 1.6. ([1]) 假设X, Y是两个Banach空间并且Y是自反的, Gateaux光滑和局部一致
凸的. 映射f : X → Y是满足f(0) = 0的ε-等距映射, 如果E是Y中一个Y的α-可补子空
间, 则存在一个有界线性算子T : Y → X, 满足∥T∥ ≤ α , 使得
∥Tf(x)− x∥ ≤ 2ε, ∀x ∈ X.
2008年，Y. Dutrieux和G. Lancien [21]首先发现了下面的Figiel定理的不等式形
式，很容易验证它是与Figiel定理等价的.
定理 1.7. 若f : X → Y为等距, 且f(0) = 0,则对于任意x1, ..., xn ∈ X及λ1, λ2, ..., λn ∈























定理 1.8. 若f : X → Y为等距, 且f(0) = 0,则对于任意x1, ..., xn ∈ X及λ1, λ2, ..., λn ∈








在P. Šemrl和J. Väisälä 之后, 对于Banach空间中非满ε-等距的研究陷入停滞状
态. 我们转而研究万有稳定空间及万有稳定空间的刻画.
1.2 万有稳定空间
定义 1.2. (稳定的) 设X,Y是Banach空间,称(X, Y )是稳定的. 如果对∀ε > 0, 对任
意f : X → Y是满足f(0) = 0的ε-等距映射, 都存在γ和有界线性算子T : L(f) → X, 使
得
∥Tf(x)− x∥ ≤ γε, ∀x ∈ X.
关于稳定的, 程老师和师兄提出如下问题:
(1)是否存在这样的Banach空间X, 使得对任意Banach空间Y及对任意f : X →
Y是满足f(0) = 0的ε-等距映射,都存在γ和有界线性算子T : L(f) → X,使得∥Tf(x)−
x∥ ≤ γε, ∀x ∈ X.成立.
称满足上述条件的空间X为左万有稳定空间.
(2)是否存在这样的Banach空间Y , 使得对任意Banach空间X及对任意f : X →
Y是满足f(0) = 0的ε-等距映射,都存在γ和有界线性算子T : L(f) → X,使得∥Tf(x)−
x∥ ≤ γε, ∀x ∈ X.成立.
称满足上述条件的空间Y为右万有稳定空间.
关于右万有稳定空间, 受Qian[6]反例的启发我们有如下结论.




















定理 1.10. ([22]) 设X为内射空间, Y为任一Banach空间, 那么对任意f : X → Y是满
足f(0) = 0的ε-等距映射, 都存在γ和有界线性算子T : L(f) → X, 使得









定理 1.12. ([23]) 设X为Banach空间且X是对偶空间, 若X是左万有稳定空间, 那
么X同构于ℓ∞(Γ)的可补弱∗闭子空间. 也就是X 是内射空间.
当X, Y为可分Banach空间时, 我们有如下结论:
定理 1.13. ([23]) 设X为可分Banach空间, 那么对任意可分Banach空间Y及任
意f : X → Y是满足f(0) = 0的ε-等距映射, 都存在γ > 0和有界线性算
子T : L(f) → X, 使得

















定理 1.14. ([23]) 设X为Banach空间, 那么X是左万有稳定空间当且仅当X是基数单







第二章 我们讨论ε-等距与线性等距之间的关系, 即: 令X为Banach空
间,Y是ℓ1(Γ), 假设f : X → Y 是满足f(0) = 0的ε-等距, 则X可线性等距嵌入Y .
在2003年, Godefroy和Kalton[14]中研究等距与线性等距之间的关系. 有如下结论:
若X可分且映射f : X → Y等距, 那么存在g : X → Y是线性等距.关于ε-等距与线性等
距.
程老师和师兄在文章[22]中有结论: 设X,Y是两个Banach空间, 如果映射f : X → Y满
足f(0) = 0的ε-等距, 那么存在U : X∗∗ → Y ∗∗是线性等距. 所以当Y是自反空间时,
X可线性等距嵌入Y . 本文, 我们讨论当Y = ℓ1(Γ)不是自反空间时, 有相同的结论. 是
之前结论进一步提升.
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